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Приводится перечень основных квазинормальных форм, которые возника-
ют при анализе динамики нелинейных сингулярно возмущенных параболиче-
ских уравнений в случаях, близких к критическим в задачах об устойчивости.
Введение. Рассматривается вопрос о локальной – в окрестности нулевого состо-





= (D0 + εD1)
∂2u
∂x2
+ (A0 + ε





= (D0 + εD1)
∂2u
∂x2





с периодическими краевыми условиями
u(t, x+ 2pi) ≡ u(t, x).
Здесь u = (u1, u2), матрица диффузии D(ε) = D0+εD1 при всех достаточно малых ε
имеет собственные значения с положительными вещественными частями, достаточ-
но гладкая нелинейная вектор-функция F (u) имеет в нуле порядок малости выше
первого. Относительно нелинейной вектор-функции F (u, v) предполагаем, что она
линейна по каждому аргументу (тем самым, F (0, v) = F (u, 0) = 0). Параметры ε и
α положительны, причем параметр ε является достаточно малым, т.е. 0<ε¿1.
1Работа выполнена при финансовой поддержке целевой программы "Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России" (государственные контракты №П2223,
№ 14.740.11.0873)
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Важную роль играет расположение корней характеристического уравнения ли-
неаризованной на нулевом состоянии равновесия системы
det(A0 + ε












, ∆ = detA0, a0 = SpA0 = a1 + a4.
Предполагается, что среди его корней нет таких, вещественные части которых
положительны и отделены от нуля при ε→ 0, но есть корни, стремящиеся к мнимой
оси при ε→ 0. Отсюда, в частности, вытекает, что
∆ > 0, a0 6 0.
В том случае, когда оба собственных значения D0 имеют положительные ве-
щественные части, характеристическое уравнение при ε=0 может иметь не более
четырех корней на мнимой оси. Тогда при малых ε исходная краевая задача имеет
устойчивое локальное инвариантное многообразие, размерность которого совпада-
ет с количеством таких корней, а поведение всех решений при t→∞ из достаточно
малой (но не зависящей от ε) окрестности нуля определяется поведением решений
только на этом инвариантном многообразии. Исходная краевая задача на нем мо-
жет быть записана в виде специальной системы обыкновенных дифференциальных
уравнений – нормальной формы. Эти результаты хорошо известны, и на них здесь
не останавливаемся.
Ниже предполагаем, что рассматриваемые системы являются сингулярно возму-
щенными, то есть матрица D0 имеет нулевое собственное значение. В этом случае
теория инвариантных интегральных многообразий, вообще говоря, места не имеет,
и метод нормальных форм непосредственно неприменим. В [1–5] был разработан
специальный метод построения так называемых квазинормальных форм (КНФ) –
специальных нелинейных эволюционных уравнений, не содержащих малый пара-
метр. Динамика таких уравнений определяет поведение решений исходных краевых
задач.
В §1 приведен перечень КНФ в случаях, когда матрица D0 нулевая: D0=0. В §2
предполагается, что у D0 одно собственное значение нулевое, а другое – положи-






В работах [1–5] приведены явные формулы для всех фигурирующих ниже коэф-
фициентов и получены формулы, связывающие решения исходных краевых задач
и решения КНФ. Отметим лишь особую роль фигурирующего ниже вещественного
параметра κ. Этот параметр изменяется от −∞ до∞, и все уравнения следует рас-
сматривать для каждого значения κ. Тем самым можно говорить о том, что КНФ
в данном случае являются семейства уравнений.
Отметим еще, что вместо периодических краевых условий можно рассматривать













Соответствующие изменения для КНФ (по сравнению с периодическими краевыми
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условиями) несущественны, поэтому приводить их отдельно не будем. В наиболее
интересной ситуации такие КНФ приведены в [1].
§ 1. Малая диффузия
1.1. Случай простого нулевого собственного значения матрицы A0.



















































Через τ обозначено медленное время τ=εαt; y = (κε(α−1)/2+ θ)x (при α=1 имеем














1.2. Случай пары чисто мнимых собственных значений матрицы A0.

























1.3. Случай нулевого собственного значения матрицы A0.
Здесь ξ – комплексная 2pi-периодическая по y скалярная переменная; все пара-
метры вещественны.






+ γξ + δ|ξ|2ξ,













+ γξ + δ|ξ|2ξ.
Замечание. Случай пары чисто мнимых собственных значений у A(z0) при z0>0
для двухкомпонентных систем не реализуется.
1.4. Случай пары чисто мнимых собственных значений A0 и нулевого собствен-
ного значения A(z0) при z0>0.
















































+ γ2η + η[δ5|ξ|2 + δ6|η|2].

































c периодическими краевыми условиями ξ(τ, y+2pi) ≡ ξ(τ, y) и M(ξ(τ, y)) = 0. Здесь
приняты обозначения





















с теми же краевыми условиями.
2.2. Случай 0 < α < 1/2, ∆ 6= 0, a4 6= 0, ξ и все параметры вещественные.
2.2.1. Быстро осциллирующие структуры.
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В этом случае получаем те же уравнения, что и в п. 2.1, но без слагаемого
∆ξ. Поэтому их можно записать в виде параболических уравнений относительно









+ a11w + δκ2f,
для a(α) : f = w2 −M(w2),































































































2.3. Случай 0 < α 6 1, ∆ = −a2a3 = 0.











































+ (a11 − a4)∂
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а для a(α) и b(α) при 0 < α < 1 верны формулы из раздела 1.1.



























































а для a(α) и b(α) при 0 < α < 1 верны формулы из раздела 1.1.
2.5. Пусть a2 = a3 = 0. Тогда для a(α) и b(α) при 0 < α 6 1 верны формулы из
раздела 1.1.















+O(ε2), d1 > 0, d2 > 0.
1/2 < α 6 1, a3 > 0, ∆ > 0, a0 = a1 + a4 6 0.







+ (d1a2 + a21)
∂2ξ
∂x2




















+ (d1a2 + a21)
∂2ξ
∂x2


































+ (d1a2 + a21)
∂2ξ
∂x2




































+ (d1a2 + a21)
∂2ξ
∂x2














































































P (ξ, η, β)−M(a3P (ξ, η, α)− a1P (ξ, η, β))],
ξ(t, s+ 2pi) ≡ ξ(t, s), M(ξ) = 0.
∂η
∂t
= (A0 + ε
αA1)η + ε
[













































ξ(τ, s+ 2pi) ≡ ξ(τ, s), M(ξ) = 0.
∂η
∂t









Здесь τ = εγ0t, γ0 = (3α + 1)/2, s = (κε(α−1)/2+θ)(
√
a3t+x), κ 6= 0− произвольно




























Q(ξ, η, β)−M(a3Q(ξ, η, α)− a1Q(ξ, η, β))
]
,
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ξ(t, s+ 2pi) ≡ ξ(t, s), M(ξ) = 0,
∂η
∂t






























































ξ(τ, s+ 2pi) ≡ ξ(τ, s), M(ξ) = 0.
∂η
∂t
= A0η + ε
α
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